Определенный интеграл и его приложения: учебно-методическое пособие для студентов всех форм обучения и всех специальностей by Матвийчук, О. Г. & Байдакова, Н. В.
О. Г. МАТВИЙЧУК
Н. В. БАЙДАКОВА
ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ
Учебно-методическое пособие
Министерство образования и науки Российской Федерации 
Уральский федеральный университет  
имени первого Президента России Б. Н. Ельцина 
 
 
 
 
 
О. Г. Матвийчук, Н. В. Байдакова 
 
ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ  
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
 
 
Рекомендовано методическим советом УрФУ  
в качестве учебно-методического пособия для студентов  
всех форм обучения и всех специальностей 
 
 
 
 
 
 
Екатеринбург 
Издательство Уральского университета 
2014
  
УДК  517.38(075.8) 
ББК   22.161.1я73 
          М33  
 
 
 
 
Рецензенты:  
кафедра «Высшая и прикладная математика» Уральского госу-
дарственного  университета путей сообщения (зав. кафедрой  
д-р физ.-мат. наук,  проф. Г. А. Тимофеева); 
д-р физ.-мат. наук,   проф. Т. Ф. Филиппова (Институт матема-
тики и механики УрО РАН) 
 
Научный редактор – д-р физ.-мат. наук,  проф. А. Н. Сесекин 
 
 
 
 
            Матвийчук, О. Г.  
М33 Определенный интеграл и его приложения: учебно-
методическое пособие / О. Г. Матвийчук, Н. В. Байдакова. – Ека-
теринбург : Изд-во Урал. ун-та, 2014. – 79, [1] с.  
             ISBN 978-5-7996-1206-1 
 
Пособие включает в себя теоретический и практический материал по  
теме «Определенный интеграл и его приложения», задания к расчетно-
графической работе и методические указания для ее решения.  
Предназначено для студентов, аспирантов, преподавателей вузов. 
 
Библиогр.: 11 назв. Табл. 1. Рис. 22.  
УДК  517.38(075.8) 
ББК   22.161.1я73 
 
 
 
 
 
 
 
ISBN 978-5-7996-1206-1 © Уральский федеральный  
     университет, 2014 
 
 3 
 
Предисловие 
Пособие посвящено изучению понятия «определенный инте-
грал», являющегося важной составной частью практически любого 
курса университетской математики. Актуальность данной тематики 
связана, в частности, с широкими возможностями для приложений, 
значительная часть которых рассматривается в данном издании.  
Цель настоящего пособия – научить студентов применять полу-
ченные знания  к решению практических задач. В то же время авторы 
старались не перегружать текст излишними логическими тонкостями, 
а оставить лишь необходимые для приложений сведения. Для дости-
жения поставленной цели пособие снабжено большим количеством 
примеров и комплектом задач, которые могут быть использованы для 
проведения расчетно-графических и контрольных работ, для решения 
на практических и лабораторных занятиях, для самостоятельной ра-
боты студентов. 
Пособие предназначено для студентов, аспирантов и преподава-
телей технических вузов.  
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Введение 
Определенный интеграл – одно из центральных понятий математи-
ческого анализа и всей математики в целом – является мощным сред-
ством исследования в математике, физике, механике и других дисци-
плинах. Возникновение определенного интеграла связано с задачей  о 
вычислении площади криволинейной трапеции. Вычисление площадей, 
длин дуг, объемов, давления, работы, скорости, моментов инерции и 
т. д. сводится к вычислению определенного интеграла, который, в свою 
очередь, тесно связан с неопределенным интегралом.   
В данном пособии приведено формальное определение определен-
ного интеграла по Риману, представлены сведения об интеграле с пе-
ременным верхним пределом, рассмотрены основные методы вычисле-
ния определенного интеграла и некоторые свойства, важные для реше-
ния практических задач, с которыми приходится сталкиваться студен-
там технических вузов. Большое внимание уделяется геометрическим и 
физическим приложениям определенного интеграла. Кратко излагают-
ся основы теории несобственных интегралов и приводятся некоторые 
методы приближенного вычисления определенного интеграла.  По-
скольку авторы ориентировались прежде всего на студентов техниче-
ских специальностей, то в качестве приоритетных рассматривались 
именно практические цели, связанные с обучением решению задач и 
отработкой соответствующих навыков. В связи с этим за пределами 
данного пособия оставлены некоторые теоретические сведения, инте-
ресные скорее математикам, чем инженерам. Так, мы достаточно крат-
ко обсуждаем теоремы существования и не доказываем приводимые 
утверждения. Кроме того, мы не приводим утверждений, не имеющих 
тесной связи с теми приложениями, которые могут быть интересны  
будущим инженерам. С другой стороны, в пособии достаточно подроб-
но излагается теория, связанная с практическими задачами, а  
также разобрано много примеров. Для закрепления прочитанного мате-
риала пособие снабжено комплектом задач для самостоятельного  
решения.  
Ниже рассмотрены основные понятия по теме «Определенный ин-
теграл». 
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1. Определение определенного интеграла 
 
Пусть функция ( )f x  определена на отрезке [ ,  ]a b  и a b . Разо-
бьем этот отрезок на n  произвольных частей точками 
0 1 1... ...i i na x x x x x b        . На каждом из полученных от-
резков  1,  i ix x  выберем произвольную точку i  и составим сумму 
1 1 2 2
1
( ) ( ) ( ) ( )
n
n n n i i
i
I f x f x f x f x

             ,   
где 1i i ix x x    , 1,  ...,i n . Сумма такого вида называется инте-
гральной суммой функции ( )f x  на [ ,  ]a b .  
Обозначим через  
1
max .i
i n
x
 
    
Определение. Если существует конечный предел интегральной 
суммы при 0  и этот предел не зависит ни от способа разбиения 
отрезка [ ,  ]a b  на отрезки  1,  i ix x , ни от выбора точек i  на этих от-
резках, то этот предел называется определенным интегралом от 
функции ( )f x  по отрезку [ ,  ]a b : 
0 1
( ) lim ( ) .
b n
i i
ia
I f x dx f x


     
Числа a  и b  соответственно называются нижним и верхним преде-
лами интегрирования, переменная x  – переменной интегрирования. 
Функции ( )f x , для которых предел интегральной суммы существует, 
называются интегрируемыми (собственно) на соответствующем 
промежутке. 
Теорема (существование определенного интеграла). Если 
функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ,  ]a b , то определенный инте-
грал от ( )f x  на [ ,  ]a b  существует. 
 Можно указать и другие классы интегрируемых функций: огра-
ниченные на данном промежутке функции, имеющие конечное число 
точек разрыва; ограниченные монотонные функции. 
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В заключение данного раздела отметим, что определенный инте-
грал зависит от подынтегральной функции f  и пределов интегриро-
вания a  и b , но не зависит от того, какой буквой обозначается пере-
менная интегрирования. Ничего не изменится, если вместо x  мы ис-
пользуем какую-нибудь другую букву. Символ ( )
b
a
f x dx  означает 
ровно то же число, что и ( )
b
a
f t dt  или ( )
b
a
f u du , чем мы и воспользу-
емся в следующем разделе. 
 
2. Определенный интеграл как функция  
верхнего предела 
Имеет место следующее свойство: если функция  интегрируема 
на [ ,  ]a b , то она интегрируема и в промежутке [ ,  ]a x , где  есть лю-
бое значение из . Заменив верхний предел  определенного ин-
теграла переменной , получим выражение 
( ) ( ) ,
x
a
x f t dt    
которое является функцией от . Эта функция обладает нижеследу-
ющими свойствами. 
1°. Если функция  является интегрируемой на , то ( )x  
является непрерывной функцией от  в том же промежутке. 
2°. Если функция  не только интегрируема на , но и не-
прерывна в точке [ , ]x a b , то в этой точке функция  имеет про-
изводную 
'( ) ( ).x f x   
 Если предположить функцию  непрерывной во всем проме-
жутке , то, как сказано выше, она интегрируема на  и вто-
рое свойство оказывается справедливым по отношению к любой точ-
ке  данного промежутка. Таким образом, производная от интеграла 
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( )
x
a
f t dt  по переменному верхнему пределу x  везде равна значению 
( )f x  подынтегральной функции в этом пределе. Другими словами, 
произвольная непрерывная на отрезке [ ,  ]a b  функция f  всегда имеет 
на этом отрезке первообразную, примером которой является интеграл 
с переменным верхним пределом ( ) ( ) .
x
a
x f t dt     
 
3. Вычисление определенного интеграла 
Формула Ньютона – Лейбница. Если функция  непрерывна 
на отрезке [ ,  ]a b  и функция ( )F x  является ее некоторой первообраз-
ной на этом отрезке, то имеет место формула Ньютона – Лейбница 
( ) ( ) ( ) ( ).
b
b
a
a
f x dx F x F b F a    
 
Пример 1. Вычислить 
2
32 3
0
2 .x x dx  
Решение 
     
2 2 21/3 4/332 3 3 3 3
00 0
1 1 3
2 2 2 2
3 3 4
x x dx x d x x          
     
4/3 4/33 3 331 12 2 2 0 10 10 2 2 .
4 4
 
      
 
  
 
Интегрирование по частям. Если функции ( )u u x , ( )v v x  и 
их производные '( )u x , '( )v x  непрерывны на отрезке , то 
.
b b
b
a
a a
u dv uv vdu    
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Пример 2. Вычислить 2
0
cos3 .x xdx

  
Решение  
2
2
0
; cos3 ;
cos3 1
2 ; cos3 sin3
3
u x dv xdx
x xdx
du xdx v xdx x
   
  
   
  


 
2
0 0
1 1
sin3 2 sin3
3 3
x x x x dx
 
 
   
 
  
 2
0
1 1 2
sin 3 0 sin0 sin3
3 3 3
x x dx

         
0
; sin3 ;
2
sin3 1
3 ; sin3 cos3
3
u x dv xdx
x xdx
du dx v xdx x
   
    
    
 


 
0 0
2 1 1
cos3 cos3
3 3 3
x x x dx
  
     
 
 
   
0
2 1 1 1
cos3 0 cos0 sin3
3 3 3 9
x
 
          
 
 
 
2 1 1 1 2
sin3 sin0 .
3 3 9 9 9
 
       
 
 
 
 
Замена переменной. Если функция ( )f x  непрерывна на отрезке 
[ ,  ]a b , а функция ( )x t   и ее производная '( )t  непрерывны на от-
резке 1 2[ ,  ]t t , причем 1( )a t  , 2( )b t  , то 
 
2
1
( ) ( ) '( ) .
tb
a t
f x dx f t t dt     
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Пример 3. Вычислить 
3 2
2
1
9
.
x
dx
x

  
Решение 
 
3 2
2
11
2
3sin ;
3cos  ;9
1 arcsin 1 3 ;
3 2
x t
dx t dtx
dx
a tx
b t
 
    
   
 
    
  
     
/2 /2 /22 2 2
2 2 2
arcsin 1/3 arcsin 1/3 arcsin 1/3
9 9sin cos 1 sin
3cos
9sin sin sin
t t t
t dt dt dt
t t t
  
 
        
  
   
/2 /2
/2 /2
2 arcsin 1/3 arcsin 1/3
arcsin 1/3 arcsin 1/3
ctg
sin
dt
dt t t
t
 
 
     
1 1 1
ctg ctg arcsin arcsin 2 2 arcsin .
2 3 2 3 2 3
   
        
 
   
 
Пример 4. Вычислить 
π/2
π/4
1
.
3 cos
dx
x
 
Решение   
2
/ 2 2 2
/ 4
1 2
1 2
tg ;  cos ;  ;
1 2 1 1
3 cos
tg ;  1
4 8 2
x t dt
t x dx
t tdx
x
a t b t


 
   
   
    
      
 
  
        
11 1
22 2
tg /8tg /8 tg /8
2 1
arctg
2 2 23 1 1
dt dt t
tt t  
   
  
   
2 2 2 2
arctg arctg tg .
2 2 2 2 8
 
   
 
  
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4. Свойства определенного интеграла 
Пусть ( )f x  и ( )g x   – функции, интегрируемые на отрезке [ ,  ]a b . 
Тогда справедливы нижеследующие утверждения. 
1°. Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегри-
рования равен нулю: 
( ) 0.
a
a
f x dx   
2°. При перестановке пределов интегрирования определенный 
интеграл меняет свой знак: 
( ) ( ) .
b a
a b
f x dx f x dx    
3°. Постоянный множитель можно выносить за знак определен-
ного интеграла: 
( ) ( ) .
b b
a a
c f x dx c f x dx   
 4°. Определенный интеграл от алгебраической суммы конечного 
числа интегрируемых функций равен такой же алгебраической сумме 
определенных интегралов от этих функций: 
        1 1 ...   ... .
b b b
n n
a a a
f x f x dx f x dx f x dx        
 5°. Если промежуток интегрирования [ ,  ]a b  разбит на конечное 
число частичных промежутков 1 2 ka x x x b     , то определен-
ный интеграл, взятый по всему промежутку, равен сумме определен-
ных интегралов, взятых по всем его частичным промежуткам: 
     
1 2
1
( )  ... .
k
x xb b
a a x x
f x dx f x dx f x dx f x dx       
6°. Если ( ) 0f x   на отрезке [ ,  ]a b , то ( ) 0
b
a
f x dx  . 
7°. Если ( ) ( )f x g x  на отрезке [ ,  ]a b , то ( ) ( )
b b
a a
f x dx g x dx  . 
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8°. ( ) ( )
b b
a a
f x dx f x dx  . 
9°. Теорема (об оценке определенного интеграла). Если ( )f x  
непрерывна на [ ,  ]a b , m  – наименьшее, M  – наибольшее значения 
 на , то 
( ) ( ) ( ).
b
a
m b a f x dx M b a     
Пример 5. Оценить интеграл 
4
2
2
6 5I x x dx   . 
Решение. Поскольку на отрезке [2,  4] имеет место неравенство 
23 6 5 2x x     (для получения данной оценки достаточно ре-
шить задачу на нахождение наименьшего и наибольшего значений 
функции 26 5x x   на отрезке ), то 3m  , 2M  , 
4 2 2b a    . Следовательно, 2 3 4.I    
10°. Обобщенная теорема (об оценке определенного интегра-
ла). Если  непрерывна, а ( )g x  интегрируема на , ( ) 0g x  , 
m  и M – наименьшее и наибольшее значения  на , то 
( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b
a a a
m g x dx f x g x dx M g x dx     
11°. Теорема (о среднем значении). Если  непрерывна на  
, то существует такая точка  ,  a b , что справедливо  равенство 
 ( ) ( ).
b
a
f x dx f b a    
Число  
1
( )
b
ср
a
f f f x dx
b a
  
 
 называется средним значением 
функции  на отрезке . 
12°. Обобщенная теорема (о среднем). Если  непрерывна, а 
( )g x  интегрируема на , ( ) 0g x  , то существует такая точка 
 12 
 
 ,  a b , что справедливо  равенство  
( ) ( ) ( ) ( ) .
b b
a a
f x g x dx f g x dx    
13°. Интегрирование четных и нечетных функций.  
Если функция ( )f x  четная, то 
0
( ) 2 ( ) .
a a
a
f x dx f x dx

   
Если функция  нечетная, то ( ) 0.
a
a
f x dx

  
Пример 6. Найти среднее значение функции arccosy x  на от-
резке 
2
, 1
2
 
 
 
. 
Решение. Вычислим интеграл 
1
22/2
arccos ; ;
arccos
;
1
u x dv dx
dxI x dx
du v x
x
  
   
   
  

1
1
2/2 2
2/2
arccos
1
x dx
x x
x
  

  
   
1/21 1
2 2 2
2 /2
2 /2
2 1 2
0 1 1 1
8 2 8
x d x x

 
           
2 2 2
0 1
8 2 2 4
  
      
 
. 
Длина отрезка 
2 2 2
1 ,
2 2
b a

     тогда среднее значение 
функции  
ср
2
1 .
42 2
I
f
b a
 
   
   
  
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5. Геометрические приложения  
определенного интеграла 
 
Площадь плоской фигуры в декартовой системе координат 
Если заданная непрерывная 
функция ( )y f x  знакопостоянна 
( ( ) 0f x   или ( ) 0f x  ) на некото-
ром отрезке [ ,  ]a b , то за основную 
фигуру, площадь которой опреде-
ляется одним интегралом, прини-
мается криволинейная трапеция 
с основанием [ ,  ]a b  на оси Ox .  
 
 
Площадь этой криволинейной трапеции, ограниченной графиком 
непрерывной функции ( )y f x  (если ( ) 0f x  ), двумя вертикальны-
ми прямыми x a  и x b   a b  и осью Ox  (рис. 1), вычисляется по 
формуле 
( ) .
b
a
S f x dx    (1) 
Если ( ) 0f x   (рис. 2), то 
 
( ) ( ) .
b b
a a
S f x dx f x dx     
Если заданная непрерывная 
функция знакопеременна на от-
резке интегрирования [ ,  ]a b , ста-
новясь по очереди то положи-
тельной, то отрицательной (рис. 3), то 
1 2
1 2
( ) ( ) ( ) ( ) .
x xb b
a a x x
f x dx f x dx f x dx f x dx       
 
Рис. 1 
 
Рис. 2 
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Здесь 
1
1( )
x
a
f x dx S , где 1S – 
площадь криволинейной трапе-
ции с основанием 1[ ,  ]a x ;  
2
1
2( )
x
x
f x dx S  , где 2S – площадь 
криволинейной трапеции с осно-
ванием 1 2[ ,  ]x x  под осью OX ; 
2
3( )
b
x
f x dx S , где 3S – площадь 
криволинейной трапеции с основанием 2[ ,  ]x b . 
Для того чтобы вычислить  площадь всей геометрической фигу-
ры, представленной на рис. 3 (на отрезке [ ,  ]a b ), нужно вычислить 
интеграл от модуля функции: 
1 2
1 2
( ) ( ) ( ) ( )
x xb b
a a x x
S f x dx f x dx f x dx f x dx         
1 2
1 2
1 2 3( ) ( ) ( ) .
x x b
a x x
f x dx f x dx f x dx S S S          
Рассуждения справедливы и в том случае, когда точек пересече-
ния графика с осью OX  будет любое конечное число, большее двух.  
Площадь фигуры, ограниченной графиками непрерывных функ-
ций 1( )y f x  и 2( )y f x , 1 2( ) ( )f x f x  и двумя вертикальными пря-
мыми x a  и  x b  (рис. 4), определяется по формуле 
 2 1( ) ( ) .
b
a
S f x f x dx      (2) 
Иногда удобно использовать формулы, аналогичные  (1) и (2), но 
по переменной y  (считая x  функцией от y ). В частности, площадь 
криволинейной трапеции, ограниченной графиком непрерывной 
 
Рис. 3 
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функции ( )x g y , если ( ) 0g y  , двумя горизонтальными прямыми 
y c  и y d   c d  и осью Oy  (рис. 5), вычисляется по формуле 
( ) .
d
c
S g x dy   
Аналогично формуле (2) для непрерывных на [ ,  ]c d  функций 
1( )x g y  и 2( )x g y , 1 2( ) ( )g y g y  справедлива следующая формула: 
 2 1( ) ( ) .
d
c
S g y g y dy      (3) 
 
 
Пример 7. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
2lny x , 0y  , 12x  .  
Решение. На рис. 6 представлена 
фигура ABC , площадь которой тре-
буется найти. Очевидно, точка A  
пересечения линий 2lny x  и 0y   
имеет координаты  1,  0 ; у точки B  
– точки пересечения линий 2lny x  
и 12x   – координаты  12, 2ln12 ;  
у точки C  –  точки пересечения ли-
ний 0y   и 12x   – координаты  12,  0  (собственно, нас интересуют 
только абсциссы точек пересечения данных линий).  
  
Рис. 4 Рис. 5
 
Рис. 6 
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Теперь можно вычислить площадь фигуры, применяя  
формулу (1): 
12 12 12
12
1
1 1 1
ln ; ;
2ln 2 ln 2 ln
;
u x dv dx
xdx
S xdx xdx x xdx
xdu v x
x
    
       
      
    
   1212 12ln12 0 2 12ln12 12 1 24ln12 22.x          
Пример 8. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
2 1y x   и 3x y  . 
 
Решение. На рис. 7 представ-
лена фигура, площадь которой тре-
буется найти. Найдем точки пере-
сечения параболы и прямой, для 
чего решим следующую систему 
уравнений: 
2 1,
3.
y x
y x
  

 
 
Подставляя 2 1y x   во второе 
уравнение системы, приходим к 
квадратному уравнению 2 2 0x x   , решив которое, получаем два 
корня 1 2x    и 2 1x  . Дальше систему уравнений можно не решать, 
т. к. для нахождения площади данной фигуры достаточно знать толь-
ко абсциссы точек пересечения линий.  
Теперь можно вычислить площадь фигуры, полагая в  (2) 
2
1( ) 1f x x   и 2( ) 3f x x   (т. к. прямая лежит выше параболы в рас-
сматриваемой области): 
      
11 1 2 3
2 2
2 2 2
9
3 1  2  2 .
2 3 2
x x
S x x dx x x dx x
  
 
           
 
    
 
Рис. 7 
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Пример 9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
2 1y x   и 1x y  . 
Решение. Форма исследуемой фигу-
ры (рис. 8) не позволяет непосредственно 
(без дополнительного разбиения фигуры 
на две части) применить формулу (1) 
или (2). В данном случае проще будет 
применить формулу (3). Решая систему 
уравнений 
2 1,
1,
y x
x y
  

 
 
найдем точки пересечения прямой и параболы – точки  0,  1  и  3,  2 . 
Полагая в (3) 21( ) 1g y y   и 2( ) 1g y y  , имеем 
      
22 2 2 3
2 2
1 1 1
9
1 1  2  2
2 3 2
y y
S y y dy y y dy y
  
 
           
 
  .  
 
 
Площадь плоской фигуры, ограниченной линиями,  
заданными в параметрическом виде 
 
Если фигура ограничена кусочно-гладкой кривой, заданной па-
раметрическими уравнениями ( )x x t , ( )y y t , прямыми x a , x b  
и осью OX  (как на рис. 1), то ее площадь вычисляется по формуле 
2
1
( ) '( ) ,
t
t
S y t x t dt             (4) 
где пределы интегрирования находятся из уравнений  
 1a x t ,  2b x t  
( ( ) 0y t   на отрезке  1 2,  t t ). 
Формула (4) применима также для вычисления площади фигуры, 
ограниченной замкнутой кривой (изменение параметра t  от 1t  до 2t  
должно соответствовать обходу контура по часовой стрелке). 
 
Рис. 8 
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Пример 10. Найти площадь фигуры 
(рис. 9), ограниченной прямой 4y   
( 4y  ) и первой аркой циклоиды 
4( sin ),
4(1 cos ).
x t t
y t
 

 
 
  
Решение. Рассматривая первую арку 
циклоиды (0 2t  ) и решая систему уравнений 
 
4,
4 1 cos ,
y
y t


 
 
имеем 1 / 2t   , 2 3 / 2t   .  
Тогда 
     
3 /2 3 /2
2
/2 /2
'
4 1 cos 4 sin 16 1 cosS t t t dt t dt
 
 
        
3 /23 /2
/2/2
1 cos2 3 1
16 1 2cos 16 2sin sin 2 64 24 .
2 2 4
t
t dt t t t


   
           
   
   
 
 
Площадь в полярных координатах 
 Если кривая задана в поляр-
ных координатах      , то пло-
щадь сектора AOB  (рис. 10), огра-
ниченного дугой кривой        
и двумя полярными радиусами OA  
и OB , соответствующими значени-
ям угла 1    и 2   ( ), вы-
числяется по формуле 
 2
1
.
2
S d


        (5) 
 
 
Рис. 9 
 
Рис. 10 
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Пример 11. Найти площадь лунки, ограниченной дугами окруж-
ностей 2cos   и 2sin  , 0 / 2    . 
Решение. Окружности пересекаются 
при / 4    (рис. 11). Рассматриваемая 
фигура симметрична относительно луча 
/ 4   , поэтому достаточно вычислить 
площадь, соответствующую  0, / 4  , 
и удвоить полученный результат.  
Таким образом, применяя форму-
лу (5), получаем следующий результат: 
/4
2
0
1
2 4sin  
2
S d

    
 
/4/4
00
1
2 1 cos2  2 sin 2 1.
2 2
d

 
         
 
  
Пример 12. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 
2sin3  . 
Решение. Напомним, что плоские 
кривые, уравнения которых в поляр-
ных координатах имеют вид 
sina k   , называются розами. Вся 
такая кривая расположена внутри круга 
радиусом a . Если k  – целое число, то 
роза состоит из k  лепестков при k  не-
четном и из 2k  лепестков при k  чет-
ном. В нашем случае мы имеем дело с 
трехлепестковой розой (рис. 12). 
Вследствие наличия симметрии доста-
точно вычислить площадь, соответ-
ствующую 0 / 6    (половина од-
ного лепестка), и полученный результат умножить на 6. Имеем 
 
/6 /6
2
0 0
1
6 4sin 3 6 1 cos6 .
2
S d d
 
             
 
 
Рис. 11 
 
Рис. 12 
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Длина дуги кривой в декартовой системе координат 
Если гладкая кривая задана уравнением ( )y f x , то длина l  ее 
дуги 
 
2
1 ' ,
b
a
l y dx      (6) 
где a  и b  – абсциссы концов дуги. 
 
Пример 13. Найти длину дуги цепной линии, заданной уравнени-
ем  /4 /42 x xy e e  , 0 4x  . 
Решение. Воспользуемся формулой (6). Вычислим производную: 
   /4 /4 /4 /41 1' 2 .
4 2
x x x xy e e e e       
Тогда 
       
22 /2 /2 /2 /2 /4 /41 1 11 ' 1 2 2 .
4 4 4
x x x x x xy e e e e e e             
Отсюда 
       
4 4 42 /4 /4 /4 /4 1
0
0 0
1
1 ' 2 2 .
2
x x x xl y dx e e dx e e e e             
 
 
Длина дуги кривой, заданной в параметрическом виде 
Если гладкая кривая задана параметрическими уравнениями 
( )x x t , ( )y y t   1 2t t t  , то 
   
2
1
2 2
' ' .
t
t t
t
l x y dt       (7) 
Аналогично выражается длина пространственной кривой, задан-
ной уравнениями , , ( )z z t  : 
     
2
1
2 2 2
' ' ' .
t
t t t
t
l x y z dt    
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Пример 14. Найти длину астроиды 32cosx t , 32siny t  (рис. 13). 
Решение. Поскольку фигура симмет-
рична, то достаточно с помощью форму-
лы (7) вычислить длину дуги, соответству-
ющую 0 / 2    (четверть кривой), и по-
лученный результат умножить на 4. Имеем  
2 2' 6cos sin , ' 6sin cos ;x t t y t t    
/2
4 2 4 2
0
4 36cos sin 36sin cosl t t t t dt

    
/2 /22
0
0
24 sin cos 12sin 12.t t dt t


     
 
Длина дуги кривой в полярной системе координат 
В случае задания гладкой кривой в полярной системе координат 
     ,   , длина дуги кривой находится по формуле 
 
22 ' .l d


          (8) 
Пример 15. Найти длину кардиои-
ды  6 1 cos     (рис. 14).  
Решение. Поскольку данная линия 
симметрична относительно оси Ox , до-
статочно найти длину половины этой 
линии  0     , умножив получен-
ный результат на 2:    ' 6sin ;    
 
2 2
0
2 36 1 cos 36sinl d

        
 
0
12 2 1 cos d

    
00
24 sin 48cos 48.
2 2
d

 
       
 
Рис. 13 
 
Рис. 14 
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Объем тела вращения 
Объем тела, образованного вращением 
вокруг оси OX  криволинейной трапеции, 
ограниченной кривой ( )y f x , отрезком 
оси абсцисс a x b   и двумя вертикалями 
x a  и x b  (рис. 15), вычисляется по 
формуле 
2 2( ) .
b b
x
a a
V y dx f x dx       (9) 
Если та же трапеция вращается  
вокруг оси OY  (в предположении 0a  ),  
то объем соответствующего тела вращения может быть найден  
по формуле 
2 2 ( ) .
b b
y
a a
V x y dx x f x dx         (10) 
Объем тела, образованного вращением вокруг оси OY   
фигуры, ограниченной кривой ( )x y  , отрезком оси ординат 
c y d   и двумя параллелями y c  и y d , вычисляется по  
формуле  
2 2( ) .
d d
y
c c
V x dy y dy          (11) 
Пример 16. Вычислить объем тела, образованного вращением 
вокруг оси OX  фигуры, ограниченной линиями 2y x  , 4x  , 
0y   (рис. 16). 
Решение. Воспользуемся формулой (9): 
 
44 4 2
2
2 2 2
2 2
2
x
V y dx x dx x
 
         
 
   
   8 8 2 4 2 .          
 
 
Рис. 15 
 
Рис. 16 
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Пример 17. Вычислить объем тела, образованного вращением 
вокруг оси OX  фигуры, ограниченной линиями  
2
2 ,y x   4,y   0x  . 
Решение. Линия  
2
2y x   представля-
ет собой параболу с вершиной в точке  0,  2  
и ветвями, направленными вправо. Данная 
парабола пересекается с прямой 4y   в точ-
ке  4,  4 . Таким образом, фигурой, ограни-
ченной указанными тремя линиями, является 
криволинейный треугольник ABC  (рис. 17). 
Объем тела, образованного вращением 
данной фигуры вокруг оси OX , равен разно-
сти объемов тел, образованных вращениями 
вокруг оси OX  квадрата ODBC  и криволи-
нейной трапеции ODBA. 
Квадрат ODBC  ограничен прямой 4y  , 
двумя вертикалями 0x  , 4x   и отрезком оси абсцисс 0 4x  .  
Тогда объем тела, ограниченного вращением данного квадрата вокруг 
оси OX , может быть найден следующим образом: 
4
42
0
0
4 16 64ODBCV dx x      . 
Отметим, что величина ODBCV  является объемом прямого цилиндра и 
может быть найдена также по формуле 24 4 64ODBCV     . 
Криволинейная трапеция ODBA ограничена верхней ветвью па-
раболы  
2
2 ,y x   т. е. линией 2y x  , двумя вертикалями 
0x  , 4x   и отрезком оси абсцисс 0 4x  . Тогда, используя фор-
мулу (9), получаем 
   
44 4 32 2 3/2
0 0 0
8 176
2 4 4 4 .
3 3 3ODBA
x
V x dx x x dx x x
  
            
 
   
Остается вычислить объем заданного тела:  
176 16
64 .
3 3ODBC ODBA
V V V
 
       
 
Рис. 17 
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Пример 18. Вычислить объем тела, образованного вращением 
вокруг оси OY  фигуры, ограниченной линиями 2 1x y  ,  
1x y  . 
Решение. Искомый объем равен разности 
объемов двух тел вращения. Первое тело – ре-
зультат вращения вокруг OY  криволинейного 
треугольника, ограниченного дугой параболы 
21x y  , отрезком оси абсцисс 0 1x   и от-
резком оси ординат 0 1y  . Второе образо-
вано вращением треугольника, ограниченного 
отрезком прямой 1x y  , отрезком оси абс-
цисс 0 1x   и отрезком оси ординат 0 1y   (рис. 18). Используем 
формулу (11): 
       
1 1 1 12 22 2 4 2
0 0 0 0
1 1 1 2 1 2V y dy y dy y y dy y y dy                   
1 1
3 5 3
2
0 0
2 2 1 1
1 1 1 .
3 5 3 3 5 3 5
y y y
y y y
       
                       
      

 
Пример 19. Найти объем тела, образованного вращением вокруг 
оси OY  астроиды 32cosx t , 32siny t  (см. рис. 13). 
Решение. Поскольку астроида является кривой, симметричной 
относительно осей OX  и OY , достаточно вычислить объем тела, об-
разованного вращением вокруг OY  фигуры, ограниченной осями 
OX , OY  и ветвью астроиды, расположенной в первом квадранте, и 
результат умножить на 2.  
Обозначим через V  искомый объем и применим формулу (10): 
2
0
1
2
2
V x y dx  . 
Подставляем в данную формулу значения 32cosx t , 32siny t , 
 3 22cos 6cos sindx d t t t dt    и переходим к новым пределам инте-
грирования (по t ). Изменению переменной x  от 0  до 2 вдоль рас-
 
Рис. 18 
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сматриваемой ветви астроиды соответствует изменение параметра t  
от 1 / 2t    до 2 0t  . Тогда 
   
0 /2
3 3 2 5 4
/2 0
1
2 2cos 2sin 6cos sin 48 cos sin
2
V t t t t dt t t dt


        
       
/2 /2
2 2 4 4 6 8
0 0
48 1 sin sin sin 48 sin 2sin sin sint t d t t t t d t
 
        
/2
5 7 9
0
sin 2sin sin 1 2 1 128
48 48 0 ,
5 7 9 5 7 9 105
t t t

   
            
  
 
откуда следует, что 
256
.
105
V

  
Заметим, что для решения данной задачи также применима фор-
мула (11). Подставляя в эту формулу значения  
32cosx t ,  3 22sin 6sin cosdy d t t t dt  , 
находим новые пределы интегрирования: изменению y  от 0  до 2  
вдоль ветви астроиды, расположенной в первом квадранте, соответ-
ствует изменение параметра  от 1 0t   до 2 / 2t   . Имеем 
   
2 /2
22 3 2
0 0
1
2cos 6sin cos
2
V x dy t t t dt

      
   
/2 /2
37 2 2 2
0 0
24 cos sin 24 1 sin sin sint t dt t t d t
 
        
   
/2
2 4 6 8
0
24 sin 3sin 3sin sin sint t t t d t

       
/2
3 5 7 9
0
sin 3sin 3sin sin
24
3 5 7 9
t t t t

 
      
 
1 3 3 1 128
24 .
3 5 7 9 105
 
      
 
 
Таким образом, как и ранее, получаем 
256
105
V

 .  
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Площадь поверхности вращения 
Площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси OX  
дуги гладкой кривой, заданной уравнением ( )y f x , a x b  , вы-
числяется по формуле 
 
2
2 ( ) 1 '( ) .
b
a
S f x f x dx      (12) 
 Если дуга задана параметрическими уравнениями ( )x x t , 
( )y y t , 1 2t t t  , то 
   
2
1
2 2
2 ( ) '( ) '( ) .
t
t
S y t x t y t dt      (13) 
 Если дуга задана в полярных координатах ( )    ,   , то 
 
222 sin ' .S d


         
Пример 20. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием кривой 3y x   0 1x   вокруг оси OX  (рис. 19). 
Решение. Используем формулу (12). В данном случае 
3( )f x x , 2'( ) 3f x x ,  
2 41 '( ) 1 9 .f x x    
Следовательно, 
 
1 1
3 4 4 4
0 0
2 1 9 1 9 1 9
18
S x x dx x d x

         
   
13/24
0
2
1 9 10 10 1 .
18 3 27
x
 
        
 
Пример 21. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием кривой 2 3y x   ( 3 1x   ) вокруг оси OX  (рис. 20).  
Решение. Для построения исследуемой поверхности достаточно 
ограничиться вращением верхней ветви AB  параболы 2 3y x  , 
3 1x    (при этом y  изменяется от 0  до 2). Для применения фор-
 
Рис. 19 
 27 
 
мулы (12) нужно найти зависимость переменной y  от x  из уравнения 
параболы. Мы решим задачу другим способом. 
Воспользуемся формулой (13). В качестве 
параметра t  выберем переменную y . Точнее, 
учитывая связь 2 3x y  , положим  
2
;
3.
y t
x t


 
 
При этом параметр t  изменяется от 1 0t   
до 2 2t  . Получаем 
   
2 2
2 2 2
0 0
2
2 2 1 4 1 4 1
8
S t t dt t d t

       
   
23/22
0
2
4 1 17 17 1 .
4 3 6
t
 
        
 
Пример 22. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием кривой 2 25 4 20x y   вокруг оси Oy  (рис. 21). 
Решение. Для получения данной по-
верхности достаточно вращения вокруг оси 
Oy  правой части ABC  заданного эллипса 
2 2
1
4 5
x y
  . Поскольку вращение происхо-
дит вокруг оси Oy , роли переменных x  и y  
в формулах (12) и (13) меняются, и формулы 
принимают следующий вид: 
 
2
2 ( ) 1 '( )
d
c
S x y x y dx   ,  (14) 
где переменная y  изменяется в пределах от c  до d   c d , или 
   
2
1
2 2
2 ( ) '( ) '( )
t
t
S x t x t y t dt   .   (15) 
Воспользуемся формулой (14). Для этого найдем зависимость пе-
 
Рис. 20 
 
Рис. 21 
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ременной x  от y  из уравнения эллипса 2 25 4 20x y   на участке 
ABC : 2
2
5
5
x y  . Тогда 
2 2
1 2 2
'( ) ;
5 5 25 5
y y
x y
y y

   
 
 
 
2 2
2
2 2
4 25
1 '( ) 1 ;
25 5 25 5
y y
x y
y y

   
 
 
 
2 2
2 2
2
2 5 25 2
( ) 1 '( ) 25 .
55 25 5
y y
x y x y y
y
 
   

 
Получаем  
5
2
5
1 2
2 25
2 5
S y dy

    
5
arcsin
5
2
5
arcsin
5
5sin ;
5cos ;
45 25cos5 arcsin ;
55
5
5 arcsin
5
y t
dy t dt
t dty t
y t

 
 
 
  
       
 
 
   
 
  
 
5 5arcsin arcsin5 5
5
arcsin5
5arcsin
5
sin 2
10 cos2 1 10
2
t
t dt t


 
       
 
  
5 5 5
10 sin 2arcsin 2arcsin 8 20 arcsin .
5 5 5
  
         
  
  
Таким образом,  
5
16 40 arcsin
5
S    . 
Отметим, что для решения данной задачи можно было также ис-
пользовать формулу (15). Для этого следует выписать параметриза-
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цию нашего эллипса: 
2cos ;
5 sin .
x t
y t



 
Правой части ABC  соответствует изменение параметра t  от 
1 / 2t    до 2 / 2t   . Имеем 
   
/2
22
/2
1
2 2cos 2sin 5 cos
2
S t t t dt


      
/2
2 2
/2
4 cos 4sin 5cos  .t t t dt


    
Вычисление полученного интеграла мы оставляем читателю.  
 
6. Приложения определенного интеграла в физике 
Пример 23. Скорость движения точки в заданном направлении 
215 5v t t   м/с  0v  . Вычислить путь, пройденный точкой от нача-
ла движения до полной остановки. Чему равна средняя скорость дви-
жения? 
Решение. Решим неравенство 215 5 0t t  . Получаем 0 3t  . 
Таким образом, тело начинает движение в момент времени 1 0t   и 
заканчивает в момент 2 3t  . 
Поскольку путь, пройденный телом за отрезок времени  1 2,  t t , 
выражается интегралом 
2
2
( )
t
t
S v t dt  ,      (16) 
имеем 
 
33 2 3
2
0 0
15 5 135
15 5  45 22,5.
2 3 2
t t
S t t dt
 
       
 
  
Найдем среднюю скорость движения: 
2 1
22,5
7,5.
3cp
S
v
t t
  

  
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Пример 24. Вычислить кинетическую энергию диска радиу-
сом R , изготовленного из материала с поверхностной плотностью  , 
вращающегося с угловой скоростью   вокруг оси, проходящей через 
его центр перпендикулярно к его плоскости. 
Решение. Рассмотрим круговое кольцо толщиной dr , находяще- 
еся на расстоянии r  от центра диска. Масса такого кольца 
2dm rdr  . Линейная скорость кольца v r  . Тогда кинетическая 
энергия кольца  
 22 2 32
2 2
r r drv dm
dE r dr
 
    . 
Таким образом, кинетическая энергия диска  
2 4
2 3
0
.
4
R
R
E r dr

      
Пример 25. Какую работу надо затратить, чтобы растянуть пру-
жину на 6 см, если сила в 10 Н растягивает ее на 1 см? 
Решение. Согласно закону Гука, сила, растягивающая пружину, 
( )F x kx , где x  – удлинение пружины, а k  – коэффициент попорци-
ональности. По условию задачи, удлинению пружины на 0,01 м соот-
ветствует сила 10 Н, что дает равенство 10 0,01k , откуда следует, 
что 100k   Н/м. Растяжению пружины на расстояние dx  соответ-
ствует работа 
( ) 1000dA F x dx kx dx x dx   . 
Тогда работа по растяжению пружины на 0,06 м 
0,060,06 2 0,062
0
0 0
1000
1000 500 1,8
2
x
A xdx x     Дж.   
Пример 26. Цилиндр с подвижным стержнем заполнен паром 
объемом 0 0,2V   м
3 под давлением 0 10000p   Н/м
2. Какую работу 
надо затратить, чтобы при постоянной температуре (изотермический 
процесс) объем пара уменьшить в 2 раза? 
Решение. Обозначим через A работу по сжатию газа, через гA  – 
работу, совершаемую газом при сжатии. Тогда гA A  . 
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Пусть газ имеет объем V  и давление p . При сжатии газа на бес-
конечно малый объем dV  работа газа  
.гdA pdV  
При изотермическом процессе величина pV  остается постоян-
ной, т. е. 0 0pV p V . Тогда 
0 0 10000 0,2 2000 .
p V
p
V V V

     
В нашем случае объем газа уменьшается в 2 раза, т. е. изменяется 
от величины 0 0,2V    м
3 до 1 0,1V   м
3. Таким образом, 
 
2
0
0,1
0,1
0,2
0,2
2000
2000ln 2000 ln0,01 ln0,02 2000ln 2,
V
г
V
A pdV dV V
V
       
откуда получаем 2000ln 2гA A   .  
Пример 27. Найти силу давления жидкости на полукруг, верти-
кально погруженный в эту жидкость, если его радиус равен R , а 
верхний диаметр лежит на свободной 
поверхности жидкости (рис. 22). Удель-
ный вес жидкости равен   (напомним, 
что удельный вес   и плотность   жид-
кости связаны между собой зависимо-
стью g   , где g  – ускорение свобод-
ного падения). 
Решение. Рассмотрим горизонталь-
ную полосу шириной dx  на глубине x . 
Обозначим через l  длину этой полосы. Принимая рассматриваемую 
полоску за элемент площади, для  дифференциала площади   получа-
ем  соотношение dS l dx . 
По теореме Пифагора имеем 
2
2 2
2
l
x R
 
  
 
, 
откуда  2 22l R x   и, следовательно, 
2 22dS R x dx  . 
 
Рис. 22 
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 Для подсчета силы давления dP  на рассматриваемую полоску 
воспользуемся законом Паскаля, согласно которому давление жидко-
сти на площадку dS , расположенную на глубине x  от поверхности, 
равно весу цилиндрического столба жидкости высотой , имеющего 
эту площадку своим основанием, т. е. 
2 22 .dP xdS x R x dx      
Таким образом, поскольку  изменяется от 0  до R , получаем 
   
1/22 2 2 2 2 2
0 0
2
R R
P x R x dx R x d R x          
 
3/22 2 3
0
2 2
.
3 3
R
R x R       
  
 
Пример 28. Вычислить работу, которую необходимо затратить, 
чтобы выкачать воду из цилиндрической цистерны, радиус которой 
равен R , а высота h . 
Решение. Разобьем объем цистерны на слои плоскостями, парал-
лельными основанию. Пусть высота одного такого слоя равна dx . 
Объем соответствующего элементарного цилиндра 
2dV R dx  . 
Поскольку мы имеем дело с водой, то такова же численная вели-
чина веса элементарного цилиндра.  
 Работа, которую необходимо затратить, чтобы поднять тело с 
одной высоты до другой, равна произведению веса тела на высоту 
подъема. Таким образом, элементарная работа dA , затраченная для 
поднятия воды, содержащейся в таком элементарном цилиндре, 
находящемся на глубине , выразится так:  
2dA x R dx  , 
и тогда вся работа  
2 2
2
0
.
2
h R h
A R xdx

     
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7. Несобственные интегралы 
 
Несобственными интегралами называются: 1) интегралы с бес-
конечными пределами; 2) интегралы от неограниченных функций.  
Интегралы с бесконечными пределами 
Если функция ( )f x  непрерывна при a x    (интегрируема 
собственно на каждом конечном отрезке [ ,  ]a b ), то по определению 
( ) lim  ( ) .
b
b
a a
f x dx f x dx


         (17) 
Если существует конечный предел в правой части формулы (17), то 
несобственный интеграл называется сходящимся, если этот предел 
не существует, то – расходящимся. 
Аналогично определяется интеграл ( )
b
f x dx

 : 
( ) lim  ( ) .
b b
a
a
f x dx f x dx


   
Далее, по определению 
( ) ( ) ( ) ,
c
c
f x dx f x dx f x dx
 
 
     
где c  – произвольно  c    . Причем интеграл в левой части 
данной формулы считается сходящимся, если сходятся оба интеграла 
в правой части. 
Признаки сходимости (приведем для интегралов вида (17)). 
1. Пусть 0 ( ) ( )f x g x   при . Если ( )
a
g x dx

  сходится, 
то сходится и ( )
a
f x dx

 . Если  расходится, то расходится и 
 (признак сравнения). 
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2. Если ( ) 0f x   и ( ) 0g x   при a x    и существует конеч-
ный предел 
( )
lim 0
( )x
f x
g x
 , то интегралы ( )
a
f x dx

  и ( )
a
g x dx

   
сходятся или расходятся одновременно (предельный признак срав-
нения). 
На практике в качестве интегралов, с которыми производится 
сравнение, обычно берутся интегралы вида 
1
, 0, 0,
a
dx a
x


           (18) 
которые сходятся при 1   и расходятся при 1  . 
3. Если сходится ( )
a
f x dx

 , то сходится и  (последний 
интеграл называется в этом случае абсолютно сходящимся). 
4.  Если: 1) функция ( )x  монотонно стремится к нулю при  
x   и 2) функция ( )f x  имеет ограниченную первообразную 
( ) ( ) ,
x
a
F x f d    то интеграл ( ) ( )
a
f x x dx

  сходится, вообще говоря, 
не абсолютно (специальный признак сходимости). 
В частности, интегралы ( 0a  ) 
cos
a
x
dx
x

   и 
sin
a
x
dx
x

  
сходятся при 0  . 
Пример 29. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
 
3
3/24
1
ln  
2 1
x x dx
x x

 
 . 
Решение. Поскольку ln x x  при 1x  , то 
   
3 3
3/2 3/2 24 4
ln 1
2 3
x x x x
xx x x

 
 
. 
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Поскольку 
2
1
1
dx
x

  сходится  см. (18) при  = 2 , то по признаку 
сравнения  сходится и заданный интеграл.  
Пример 30. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
3 4
1
π
arctgx dx
x

 
 
 
 . 
Решение. Используем предельный признак сравнения при 
3 4( ) arctgf x x
x
 
  
 
 и 
1
( )g x
x
 . Вычислим предел 
   
43 4 3 4 4
4
4
arctg / /( )
lim lim lim lim .
( ) 1 / 1 /x x x x
x x x xf x x
g x x x x   
  
      
Поскольку интеграл 
1
1
dx
x

  расходится, то и заданный интеграл рас-
ходится.  
Пример 31. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
 31 ln 2
dx
x x


 . 
Решение. Рассмотрим последовательность соотношений, име-
ющих место при 1x  : 
     3 3 3 3
1 1 1 1
ln3 3lnln 2 ln 2 ln 3 xx x x x x
   
 
 
1 1 1
.
ln3 3 2 3 5x x x x
  
 
 
Поскольку 
1
1
5
dx
x

  расходится, то по признаку сравнения и исходный 
интеграл расходится.  
Пример 32. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
0
2cos( )x x dx

 . 
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Решение. Используем определение несобственного интеграла: 
 
0 0 0
2 2 2 21cos( ) lim cos( ) lim cos( )
2a a
a a
x x dx x x dx x d x
 

      
      
0
2 2 21 1 1lim sin lim 0 sin lim sin
2 2 2a a aa
x a a
  
 
     
 
. 
Поскольку  2lim sin
a
a

 не существует, то интеграл расходится.  
Пример 33. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
 21
4arctg2
1 ln
xdx
x x


 . 
Решение. Рассмотрим цепочку неравенств, имеющих место 
при  1x  : 
 
 
   2 2 2
4 / 24arctg2 2
1 ln 1 ln 1 ln
x
x x x x x x
  
 
  
. 
Докажем, что 
 21
2
1 ln
dx
x x



  сходится: 
   2 21 1
2
2 lim
1 ln 1 ln
b
b
dx
dx
x x x x



  
 
   
 
2
1
ln
2 lim
1 ln
b
b
d x
x
 

   12 lim arctg ln
b
b
x

    
     22 lim arctg ln arctg ln1 2 0
2b
b

 
        
 
. 
Тогда по признаку сравнения заданный интеграл тоже сходится.  
Интегралы от неограниченных функций 
Если функция ( )f x  непрерывна при a x b   и 
0
lim ( )
x b
f x
 
  , то 
по определению 
0
( ) lim ( ) .
b b
a a
f x dx f x dx


           (19) 
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Если существует конечный предел в правой части формулы (19), то 
несобственный интеграл называется сходящимся, если этот предел 
не существует, то – расходящимся. 
Аналогично определяется несобственный интеграл в слу-
чае 
0
lim ( )
x a
f x
 
  : 
0
( ) lim ( ) .
b b
a a
f x dx f x dx


   
В случае, когда  ,c a b  – точка разрыва и функция ( )f x  не-
ограниченна в любой окрестности точки c , 
0 0
( ) lim ( ) lim ( )
b c b
a a c
f x dx f x dx f x dx

 

    . 
Признаки сходимости и расходимости несобственных интегралов 
от неограниченных функций формулируются аналогично признакам 
сходимости и расходимости несобственных интегралов с бесконеч-
ным пределами. Обратим внимание лишь на то, что во втором при-
знаке предел отношения функций ( )
( )
f x
g x
 должен вычисляться не в 
окрестности бесконечно удаленной точки, а в точке, где имеет место 
неограниченность функций  и ( )g x ; при этом функции  и 
 должны иметь одни и те же особые точки, в которых имеет ме-
сто неограниченность данных функций. 
На практике в качестве интегралов, с которыми производится 
сравнение, обычно берутся интегралы вида 
   
,   ( 0),
b b
a a
dx dx
x a b x
 
 
 
        (20) 
которые сходятся при 1   и расходятся при 1  . 
Пример 34. Исследовать на сходимость несобственный интеграл 
 
0
6352
( 2)
.
8
x dx
x


  
Решение. В данной задаче мы имеем дело с несобственным инте-
гралом от функции, неограниченной при 2x  . Так как при 
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2 0x    имеет место неравенство 2 2 4 12x x   , то выполнены 
следующие соотношения: 
         
6/56 6 6/5 263 25 5
2 2 2
2 2 48 2 2 4
x x x
x x xx x x x
  
  
     
 
   
6/5 1/555
2 1 1
.
12 122 12 12 2
x
x x

  
 
 
Интеграл 
 
0
1/5
2 2
dx
x 
  сходится (см. интеграл (20) при 1 5  ), 
поэтому по признаку сравнения заданный интеграл также сходится.  
Пример 35. Исследовать на сходимость несобственный интеграл  
2
0
.
2 2 sinx
dx
e x 
  
Решение. Подынтегральная функция является неограниченной 
при 0x  . Таким образом, задача состоит в том, чтобы определить 
поведение подынтегральной функции при 0x  . Воспользуемся 
формулой Маклорена для функций xe  и sin x : 
     3/22 2 sin 2 1 2xe x x o x x o x          
 3 3 .x o x x   
Обозначим подынтегральную функцию через 
1
( )
2 2 sinx
f x
e x

 
 
 
и рассмотрим функцию 
1
( )g x
x
 . Так как  
0
( )
lim 3 0
( )x
f x
g x
   
и 
2
0
( )g x dx  сходится (см. интеграл (20) при 1 2  ), то заданный ин-
теграл также сходится.  
 39 
 
 
Пример 36. Исследовать на сходимость интеграл 
1 2
5/2
0
arcsin  
.
arctg
x dx
x
 
Решение. Задача состоит в том, чтобы определить поведение 
подынтегральной функции при 0x  . Воспользуемся теорией экви-
валентных бесконечно малых: 
2 2
5/2 5/2 1/2
arcsin 1
arctg
x x
x x x
. 
Поскольку 
1
1/2
0
dx
x
 сходится (см. интеграл (20) при 1 2  ), то задан-
ный интеграл сходится.  
Пример 37. Исследовать на сходимость интеграл 
3
2
2
.
4 3
dx
x x 
  
Решение. Подынтегральная функция является неограниченной 
при 3x  . Рассмотрим следующую цепочку соотношений, имеющую 
место при 2 3x  : 
  2
1 1 1 1
.
2 33 14 3 xx xx x
  
  
 
Интеграл 
3
2 3
dx
x
 сходится (см. интеграл (20) при 1 2  ), откуда 
следует сходимость заданного интеграла.  
Пример 38. Исследовать на сходимость интеграл 
1
2
3
0
xe dx
x
. 
Решение. Подынтегральная функция является неограниченной 
при 0x  . Используем определение несобственного интеграла от не-
ограниченной функции: 
 40 
 
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 20 0 0
0
1
lim lim lim
x x x xe dx e dx e dx e
d
x x xx x x  
  
 
     
 
     
1/ ,
1 / ,
2 1 / 2
t x
x t
x t
 
       
 
    
 
1/2
0
1/
, ,
lim
,
t
t t
u t du dt
te dt
dv e v e

  
    
  

1/2
1/2
1/0
1/
lim t tte e dt


 
   
 
 
  
1/2 1/ 1/2 1/1/2 1/2 1/
1/0 0
lim lim
2 2
te e e ee e e
 

 
   
            
    
 
 1/1/2
0
1
lim .
2
ee 

  
      
 
Таким образом, интеграл расходится.  
 
 
8. Приближенное вычисление 
определенного интеграла 
Формула прямоугольников. Если функция ( )y f x  непрерыв-
на и дифференцируема на отрезке  ,  a b  и 
b a
h
n

 , ix a ih   
 0,  1,  ...,  i n ,  i iy y x , то 
 0 1 1( ) ... .
b
n
a
f x dx h y y y      
Если '( )f x  ограничена на  (абсолютная величина не пре-
восходит неотрицательной константы 1M ), то для погрешности nR  
данной формулы справедлива оценка 
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 
2
1 .
2n
M b a
R
n

  
Формула трапеций. При тех же обозначениях имеем 
0
1 1( ) ... .2
b
n
n
a
y y
f x dx h y y 
 
    
 
  
Если ''( )f x  существует и ограничена на  ,  a b  (абсолютная вели-
чина не превосходит неотрицательной константы 2M ), то для по-
грешности nR  данной формулы справедлива оценка 
 
3
2
2
.
12
n
M b a
R
n

  
Формула Симпсона (параболическая формула). Полагая 
2n k , получим 
   0 2 1 3 5 2 1( ) 4 ...3
b
k k
a
h
f x dx y y y y y y          
 2 4 6 2 22 ... .ky y y y        
Если (4) ( )f x  существует и ограничена на  (абсолютная величи-
на не превосходит неотрицательной константы 4M ), то для погреш-
ности 2kR  данной формулы справедлива оценка 
 
 
5
4
2 4
180 2
k
M b a
R
k

 . 
Пример 39. Используя формулу Симпсона, вычислить прибли-
женно интеграл 
2
1
0
xe dx , взяв 2 10n k  . 
Решение. Делим отрезок  0,  1  на 10 равных частей точками 
0 0x  ; 1 0,1x  ; 2 0,2x  ; 3 0,3x  ; …; 10 1x  . В этом случае 
 1 0 /10 0,1.h      
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Вычисляем соответствующие значения функции 
2
( ) .xf x e   
i  ix   i iy f x  
0 0 1,00000 
1 0,1 0,99005 
2 0,2 0,96079 
3 0,3 0,91393 
4 0,4 0,85214 
5 0,5 0,77880 
6 0,6 0,69768 
7 0,7 0,61263 
8 0,8 0,52729 
9 0,9 0,44486 
10 1         0,36788 
Тогда  
0 10 1,36788;y y    
 1 3 5 7 94 4 3,74027 14,96108;y y y y y        
 2 4 6 82 2 3,03790 6,07580.y y y y       
Подставляя полученные значения в формулу Симпсона, получаем 
 
2
1
0
0,1
1,36788 6,07580 14,96108 0,74682
3
xe dx      . 
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Методические указания к выполнению  
расчетно-графической работы 
В пособии предложено 30 типовых вариантов расчетно-
графических работ. Каждый вариант, в свою очередь, состоит из 10 
заданий. 
1. Вычислить интегралы. 
2. Оценить интеграл неравенством. 
3. Вычислить среднее значение функции. 
4. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной кривыми, за-
данными:  1) в декартовой системе координат; 2) в полярной си-
стеме координат;  3) в параметрическом виде. Предварительно по-
строить фигуру, площадь которой вычисляется. 
5. Вычислить длины дуг кривых, заданных:  
1) в декартовой системе координат;  
2) в полярной системе координат или в параметрическом виде. 
6. Построить плоскую фигуру в декартовой системе координат и со-
ответствующую ей фигуру вращения; найти объемы тел, образо-
ванных вращением фигур, ограниченных указанными линиями:  
1) вокруг оси ,OX  2) вокруг оси .OY  
7. Построить плоскую фигуру в декартовой системе координат и со-
ответствующую ей фигуру вращения; найти площадь поверхности, 
образованной вращением кривой вокруг оси OX  или вокруг 
оси  
8. Решить прикладную задачу.  
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы. 
10. Вычислить приближенное значение интеграла. 
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Все типы заданий подробно рассмотрены ранее в данном посо-
бии, поэтому при выполнении расчетно-графической работы полезно 
принять во внимание нижеследующую таблицу соответствия заданий 
и примеров. 
 
Таблица соответствия заданий и рассмотренных  
в пособии примеров 
 
Задание 1 Примеры 1–4 
Задание 2 Пример 5 
Задание 3 Пример 6 
Задание 4 Примеры 7–12 
Задание 5 Примеры 13–15 
Задание 6 Примеры 16–19 
Задание 7 Примеры 20–22 
Задание 8 Примеры 23–28 
Задание 9 Примеры 29–38 
Задание 10 Пример 39 
 
Перед решением каждого варианта желательно знать ответы на 
теоретические вопросы, что в конечном счете приведет к более глу-
бокому и прочному усвоению темы «Определенный интеграл».  
 
Теоретические вопросы 
1. Дать определение понятий «определенный интеграл» и «несоб-
ственный интеграл».  
2. Что такое интегральная сумма? 
3. Какие функции являются интегрируемыми? 
4. В чем заключается геометрический смысл определенного и несоб-
ственного интегралов? Что такое криволинейная трапеция?  
5. Какой смысл придается определенному интегралу с физической 
точки зрения?  
6. Чему равен определенный интеграл, если его подынтегральная 
функция равна единице?  
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7. Как вычислить среднее «интегральное значение» данной непре-
рывной на отрезке [ ,  ]a b   функции ( )f x ? 
8. Можно ли сравнить два определенных интеграла от двух различ-
ных функций, заданных на одном и том же отрезке? 
9. Можно ли, не вычисляя интеграла, указать числовые границы, в 
пределах которых находится его значение?  
10. Что общего между определенным и неопределенным интеграла-
ми для одной и той же функции ( )f x , и какое различие между  
ними? 
11. Запишите формулу вычисления определенного интеграла мето-
дом замены переменной.  
12. В чем сущность формулы интегрирования по частям?  
13. Напишите определенный интеграл от любой четной и нечетной 
функции ( )f x  и вычислите его. Дайте геометрическую интерпре-
тацию результатов вычисления.  
14. Что мы можем вычислить с помощью определенного интеграла? 
 
 
 
Задания к расчетно-графической работе 
 
Далее приведены задания, которые могут быть использованы для 
расчетно-графических работ, проведения контрольных работ, реше-
ния на практических и лабораторных занятиях, а также для самостоя-
тельной работы студентов. 
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ВАРИАНТ 1 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
1 3
4
0
;
1
x x
dx
x


  2) 
1
0
arctg ;x x dx  3) 
2 3 2
2
2
4
;
x
dx
x

  4) 
π
4
0
sin .x dx  
2. Оценить интеграл 
3
4
sin
 .
x
dx
x


  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
2 3
,
2
x
y
x



   3; 4 ; 2) 
1
x
y
x


, 
1
0;
2
 
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
 22 ,y x x   
2,y   0,x   2;x    
2) 
 
2cos ,     
4cos ;    
3) 
 
3
3
3cos ,
3sin ,
x t
y t
 


  0 .
2
t

   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 1 lncos ,y x   0 ;
4
x

   2) 
5( sin ),
5(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 0 .t    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 21 ,x y 
3
,
2
x
y     0,y   2;y x  2) 0,y   
2cos ,
2sin 2 ,
x t
y t



 
π
0 .
2
t   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
3
x
y   (0 3x  )  вокруг оси .OX  
8. Скорость движения точки  изменяется по закону 23 2 1v t t    м/с. 
Вычислить путь, пройденный точкой за 10 секунд от начала движе-
ния. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 
22
2
ln
;
1
x xdx
x x

 
  2) 
 
0 2
2351
.
1
x dx
x 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
2
2
0
xe dx , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 2 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
3
3 2
0
1 ;x x dx  2) 
2
1
lnx xdx ; 3) 
8
3 1
xdx
x
; 4) 
π 3 3
4
0
sin
cos
x
dx
x
. 
2. Оценить интеграл 
1
2
0
2 4 .x x dx   
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 2 ,sin
x
y
x
  
π π
;  
4 2
 
 
 
; 2) 
2
21
x
y
x


,  1; 2 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
 
1) 
 
 2 ,y x ;y x  2) 
 
2(2 cos );   
 
3) 
 
3( sin ),
3(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 0,y   0 2 .t    
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 6,xy e   ln 8 ln 15;x   2) 
3
3
8cos ,
8sin ,
x t
y t
 


 0 .
6
t

   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1)  
2
1 ,y x    2,y   0;x   2) 3sin ,y x   0 .x    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2
x
y x  (0 2x  )  вокруг оси .OX  
8. Мгновенная скорость движения определяется в зависимости от вре-
мени формулой 1v t  м/с. Определить среднюю скорость движе-
ния за 10 секунд от начала движения. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 2
1
;
9 9 2
dx
x x

 
  
2) 
 
2 2
5230
.
1
x dx
x
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
11
1
lg xdx , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 3 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
1
0
1
;
1 ln
dx
x x
 2) 
1
3
0
arctg ;x xdx  3) 
3 2
2
1
1
;
x dx
x

  4) 
π 3
π 4
.
1 sin
dx
x
 
2. Оценить интеграл 
1
2 3
0
.
4
dx
x x 
  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
2
,
sin
x
y
x
  ;
2 3
  
 
 
; 2) 2 3 1
x
y
x x

 
,  1; 3 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 2 1,y x 
1;x y   
2) 
 
cos ,    
2cos ;    
3) 
 
3cos ,
8sin ,
x t
y t



4,y  4.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2ln( 1),y x  2 3;x   2) 
(cos sin ),
(cos sin ),
t
t
x e t t
y e t t
  

 
 0 .
6
t

   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2)  вокруг оси OY   
1)  
2
1 ,y x   2;x   2) ,xy e  2,x   0.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
tg y x  0
4
x
 
  
 
  вокруг оси .OX  
8. Найти силу давления бензина, находящегося в цилиндрическом баке 
высотой 3,5 м и радиусом 1,5 м ( 900   кг/м3), на стенки бака. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
0
2sin( ) ;x x dx

  2) 
0
1
.
1 x
dx
e


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
10
2
2 1
dx
x
 , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
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ВАРИАНТ 4 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
3
0
;
3 25
dx
x 
 2) 
0
2 2
2
;
x
x e dx


  
3) 
 
3
320
;
9
dx
x
  4) 
π 4
3
0
sin 2 .xdx  
2. Оценить интеграл 
2
0
.
10 2cos
dx
x


 
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) arctg ,y x  0; 3 ; 
 
 2) 2 3 1
x
y
x x

 
,  1; 3 .  
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
 ln ,y x 0,y  6;x   
 
2) 
 
4cos ;    3) 
 
3
3
8cos ,
8sin ,
x t
y t
 


1,x  1.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) lncos 2,y x   0 ;
6
x

   2) 
6(cos sin ),
6(sin cos )
x t t t
y t t t
 

 
 0 .t    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 21 ,y x   ,y x  0;y   2)  2 4,x y   2.y x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2
2
x
y   
3
0
2
y   
 
  вокруг оси .OY  
8. Два тела начали двигаться одновременно из одной точки в одном 
направлении вдоль прямой. Первое тело движется со скоростью 
2(6 2 )v t t   м/с, второе – (4 5)v t   м/с. На каком расстоянии друг 
от друга они окажутся через 5 с? 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 2
2
;
ln 1e
dx
x x


  2) 
3 2
2
1
.
3 2
dx
x x  
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
3
3
0
x dx , взяв 10n  .  
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ВАРИАНТ 5 
1. Вычислить интегралы: 
1) 
2
2
0
1x x dx ; 2) 
0,5
0,5
arccos2xdx

 ; 3) 
1
2
0,5
;
3 8
dx
x x  
  4)  
 
 
3
2
2
2
1
x dx
x x


 . 
2. Оценить интеграл
2
0
2 sin  .x dx

  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 3cos ,y x  0;
4
 
 
 
; 2) 
5
1
3 4
y
x


, 
3
; 0
4
 
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
  
2
2,  log ,
1,  2;
xy e y x
x x
 
 
 
2) 
 
2sin2 ;  
 
3) 
 
9cos ,
4sin ,
x t
y t



2,y  2.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) ln7 ln ,y x   3 8;x   2) 6(1 sin ),     0.
2

     
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 3 2,x y   1,y   1;x   2)  
2cos ,
3sin .
x t
y t



  
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
y x x  (0 1x  )  вокруг оси .OX  
8. Скорость движения точки 0.01tv e м/с. Вычислить путь, пройденный 
точкой от начала движения до полной остановки. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1)
2
1
;
4 5
dx
x x

  
  2) 
1
0
.
1x
dx
e 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
2
3
0
1 x dx , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 6 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
2 3
4
0 4
x dx
x
 ; 2)  
3
2
ln 1x x dx ; 3) 
2
2
2
2 ;x dx

  4)   
π 2
0
2 cos
dx
x
. 
2. Оценить интеграл 
2
2
sin
0
 .xe dx

  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) sin2 ,y x x  0;
4
 
 
 
; 2) 
1
x
x
e
y
e


,  0; 1 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 3 2,y x x  2;x   2) 
 
1 cos ;     3) 
 
8( sin ),
6(1 cos ),
x t t
y t
 

 
6,y  6.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 1 lncos ,y x   ;
6 3
x
 
   2) 
8sin 6cos ,
6sin 8cos ,
x t t
y t t
 

 
 0 2 .t    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2,x y  2;y x   2)   
2 22 4.x y     
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 4y x   ( 4 2x   )  вокруг оси .OX  
8. Скорость движения точки 2(12 3 )v t t   м/с. Вычислить путь, прой-
денный точкой от начала движения до полной остановки. Найти за-
кон ускорения движения точки в зависимости от времени .t  
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 21
;
ln 2
dx
x x


  2)  
1
3
0
.
1 cos 3
dx
x
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
3
2
0
1 x dx , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 7 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
1
1 ln
;
e x
dx
x

  2) 
π 8
2
0
sin 4 ;x xdx  
3) 
 
0.5
320.5
;
1
dx
x 
  4)  
π 8
0
sin sin3 .x xdx  
2. Оценить интеграл 
2
sin
 .
x
dx
x


  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1)  ln 1 ,y x    0; 1 ; 2) 5cos siny x x , 
π
0;
2
 
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2
2
7 9 9 0,
5 9 27 0;
x y
x y
  
  
 
2) 
 
2sin4 ;    3) 
 
2 2 cos ,
3 2 sin ,
x t
y t
 


3,y  3.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2arcsin 1 ,y x x    
15
0 ;
16
x   2) 
4( sin ),
4(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 
2
.
2 3
t
 
   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2 2,x y   3,y x  0 1;y   2)  22 ,y x  2 2 3 0.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 1y x  ,  отсеченной прямой 5,x   вокруг оси .OX  
8. Вычислить силу давления воды на вертикальную треугольную пла-
стину с основанием b  и высотой h , погруженную в воду так, что ее 
вершина лежит на поверхности воды. Произвести расчет для 4b  , 
9h  . 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 2
0
;
2 2 1
dx
x x

 
  2) 
 42
tg 
0
ln 1
.
1x
x dx
e


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
2
3
1 1
dx
x
, разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 8 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
π 8
3
π 4
sin cos ;x xdx  2)  
0
2
1
3 ;xx e dx

  3) 
3 3
2
0
;
9
x dx
x 
  4)  
π 32
2
0
32cos 4 16 .x dx  
2. Оценить интеграл 
1
2
0
(1 )  .x x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 3ctg ,y x  
π π
;
6 2
 
 
 
; 2) 2
1
3 1
y
x x

 
, 
1
; 2
6
 
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2,y x
22 ;y x x   
2) 
 
2(1 cos ),  вне
кривой 6cos ;
   
  
 
3) 
 
9cos ,
4sin ,
x t
y t



2,y  2.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) ln ,y x  5 15;x   2) 
4(cos sin ),
4(sin cos ),
x t t t
y t t t
 

 
  0 2 .t    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2 3,y x    2 1;y x   2)   
22 2 1.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 2
2
x
y   ,  отсеченной прямой 4,x   вокруг оси .OX  
8. Вычислить силу давления на полукруг радиусом, равным 3 м, верти-
кально погруженный в жидкость, если его диаметр лежит на свобод-
ной поверхности воды, удельный вес жидкости равен  . 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 21
4
;
1 ln
dx
x x


  2) 
 
0
5341
.
1
dx
x 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
2
1 1
dx
x x 
, разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 9 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
 
ln 2
0
;
3x x
dx
e x e
  2) 
π 2
0
cos ;x xdx  3) 
6
2
0
6 ;x dx  4)  
π 3
0
cos
dx
x
. 
2. Оценить интеграл 
2
2
0
.
1 sin
dx
x


  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
1
,
2x
y
e


  ln3; ln5 ; 2) 2sin cosy x x , 
π
0;
2
 
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 ,y x 2 9 ,y x
4;y   
2) 
 
0,5 cos ;   
 
3) 
 
2 2 cos ,
5 2 sin ,
x t
y t
 


5,y  5.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 
2 ln
;
4 2
x x
y      2) 
2,5( sin ),
2,5(1 cos ),
x t t
y t
 

 
  .
2
t

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1)  
22 3 4;x y    2)  
2
2 ,
2
x
y    2.x y   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
20,25 0,5lnx y y    вокруг оси  от 1y   до y e . 
8. Определить силу давления воды на вертикальный прямоугольный 
шлюз с основанием 18 м и высотой 6 м. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 
 
4230
2
;
4 1
x dx
x x


 
  2) 
1 1
3
0
.
xe dx
x
 
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
6
3 2
2 1
dx
x
 , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
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ВАРИАНТ 10 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
2
2
1
;
4
x
dx
x
  2)  
0
3
3
2 ;
x
x e dx


  3) 
2
5 2
1
;
1
dx
x x 
  4)  
π
0
sin3 cos5 .x xdx  
2. Оценить интеграл 
1
4
0
1 .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 1 2 ,y x    0; 0,5 ; 2) 3siny x ,  0; 2π . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
24 ,y x  0;y   2) 
 
3 cos4 ,
2 cos4 ;
   
   
 
3) 
 
3
3
8 2 cos ,
2 sin ,
x t
y t
 


4,x  4.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) ln5 ln2 ,y x   3 8;x   2) 
3(2cos cos2 ),
3(2sin sin 2 ),
x t t
y t t
 

 
  0 2 .t    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2)  вокруг оси OY   
1)  
23 1 ,x y    0,x    2)  
2 2
1.
9 4
x y
   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 4 2lny x y   вокруг оси  от 1y   до 2y  . 
8. Тело брошено вертикально вверх с поверхности земли со скоростью 
(39,2 9,8 )v t  м/с. Найти наибольшую высоту подъема тела. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 20
arctg2
;
π 1 4
xdx
x


  2) 
1
0
.
1 cos
xe dx
x
 
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
9
1
6 5 x dx , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
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ВАРИАНТ 11 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
1
3 2
2
;
2
xdx
x
  2) 
1
0
;xxe dx  3) 
1
0
;
1
xdx
x
 4)  
π 2
0
cos
.
2 cos
xdx
x
 
2. Оценить интеграл 
2
0
.
2 3cos
dx
x


 
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
2
1
,
4
y
x


  0; 1 ; 2) 2cosy x ,  0; 2 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2( 1) ,y x 
2 1;y x   
2) 
 
0,5 cos ;     3) 
 
3
3
8cos ,
4sin ,
x t
y t
 


3 3,x  3 3.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 4 42( )x xy e e   0 4;x   2) 
sin ,
cos ,
t
t
x e t
y e t
 


  0 .
2
t

   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 23 ,y x x    0;y   2) 
1
,x
y
  2,y   6,y   0.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 23 4 12x y    вокруг оси . 
8. Вычислить работу, необходимую для того, чтобы выкачать воду из 
полусферического котла с радиусом 10R  м. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1
2
0
;
sin
dx
x x
 2) 
1
2
.
3 10
dx
x x

 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
2
2
1 1
dx
x
 , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 12 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
5
1
1 3 ;x dx  2) 
0
2
2
( 4)cos3 ;x xdx

  3) 
1
2 2
0
1 ;x x dx  4) 
π 2
2
0
cos sin
.
(1 sin )
x x
dx
x


  
2. Оценить интеграл 
1
2
0
.
2
dx
x x  
  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) cos2 ,y x  
π
0;  
2
 
 
 
; 2) 2
1
1
y
x


,  1; 2 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 2
2
6 2 8 0,
6 9;
x y x y
y x x
    
  
 
2) 
 
2,
2(1 cos );
 
   
 
3) 
 
2cos ,
6sin ,
x t
y t



3,y  3.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 6,xy e   ln 8 ln 15;x   2) 
3
3
4cos ,
4sin ,
x t
y t
 


 .
6 4
t
 
   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2)  вокруг оси OY   
1) 4,xy   1,x   4,x   0;y   2) x y , 0,x   5 4 0.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой  
3y x x  (
1
0
3
x  ) вокруг оси .OX  
8. Котел имеет форму параболоида вращения. Радиус основания равен 
R ,  а глубина котла H . Котел наполнен жидкостью с удельным ве-
сом  . Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы 
выкачать жидкость из котла. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1/4
0
;
1 4
dx
x
 2) 
1
2
1 cos .dx
x

 
 
 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
3
2
ln
dx
x
, разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 13 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
1
2
0
7 ;x x dx  2) 
π 2
0
cos  x xdx ; 3) 
8
3 1
xdx
x
; 4)  
π 2
0
cos
5 4cos
xdx
x
. 
2. Оценить интеграл 
0
2 cos .xdx

  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 2 210 2sin 3cos ,y x x    [0;2 ] ; 2) 2
1
2 3
y
x x

 
,  1; 3 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 2 6 10,y x x   26 ;y x x   2) 
 
sin3 ;    3) 
 
3cos ,
4sin .
x t
y t



 
5. Найти длины дуг кривых: 
1) lncos ,y x   0 ;
6
x

   2) 2(1 cos ),     0 2 .t    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2)  вокруг оси OY   
1) sin ,y x   cos ,y x  0;y   2) 22 ,x y y   2,x y   0.y   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
22y x , отсеченной прямой 2y  ,  вокруг оси .OY  
8. Материальная точка движется со скоростью 22 5v t t  м/с. Вычис-
лить путь, пройденный ею за 10 с. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 3 5
1
π
arctg ;x dx
x

 
 
 
  
2) 
 
3 4
540
.
81
x dx
x 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
8
3 2
0 1
dx
x
 , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
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ВАРИАНТ 14 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
2
2
0
4 ;x x dx  2) 
0
2
1
( 4 3)cos ;x x xdx

   3) 
3
0
1
;
( 1)
x
dx
x x


  4) 
π 9
2
0
sin 3 .xdx  
2. Оценить интеграл 
0
sin
.
x
dx
x

  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 2
1
,y
x x


  1;  15 ; 2) 3cosy x , [0; ] . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 ,y x 20,5 ,y x 2 ;y x  2) 
 
2cos2 ;    3) 
 
3cos ,
2sin .
x t
y t



 
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 1 lncos ,y x   0 ;
6
x

   2) 
1 cos ,
2 sin ,
x t
y t
 

 
 
3
0 .
2
t

   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 1,xy e   2,y   0;x   2)  22 ,y x   2.y x  
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
y x   0 4x    вокруг оси .OX  
8. Материальная точка движется со скоростью 24v t t  м/с. Вычис-
лить путь, пройденный ею за 20 с. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
2 2
3
0
;
arctg
x dx
x
 2) 
1 3 4sin( )
.
x
dx
x


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
1.6
2
0
sin x dx , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
 60 
 
 
ВАРИАНТ 15 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
3
2
2
;
(2 )( 3)
xdx
x x 
 2) 
3
0
ln( 3) ;x dx  3) 
ln 2
0
1 ;xe dx  4)  
2
0
sin
.
1 cos sin
xdx
x x

 
 
2. Оценить интеграл 
1
3 3
0
4 3  .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 2 3cos ,y x   [ ;  ]  ; 2) 
1
1x
y
e


,  0; 2 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2,x y 
2 2 4;x y   
2) 
 
4sin3 ,
2,  2;
  
   
 
3) 
 
4( sin ),
4(1 cos ),
x t t
y t
 

 
    
4,  4,
0 8 .
y y
x
 
  
 
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 21 ln( 1),y x     3 4;x   2) 3 43 ,e    0 .
3

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 22 ,y x x  2,y x    0;x   2)  2cos ,y x  0,x   0,y   0 .
2
x

   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2y x x  (0 4x  )  вокруг оси .OX  
8. Цилиндр диаметром 1 м и длиной 3 м заполнен паром под давлени-
ем 10 кГ/см2. Какую работу надо затратить, чтобы уменьшить объем 
пара в 3 раза, считая, что температура пара остается постоянной? 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
6
5
0
cos3
;
(1 sin3 )
xdx
x


  2) 
 
6 2
1
3 1
.
2 3 5
x dx
x x


 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл  
10
3
0
1 x dx , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 16 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
/2
2
0
cos  
;
1 sin
x dx
x


  2) 
1/2
0
arctg2 ;xdx  3) 
1
2
0
;
5 2
dx
x x 
  4) 
7
2
3 /4
sin
.
cos
x
dx
x


  
2. Оценить интеграл 
1
3 2
0
2 .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) ,xy xe   0; 1 ; 2) 
sin
2 cos
x
y
x


, 
π
;  
4 2
 
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2( 2) ,x y 
4 8;x y   
2) 
 
1 2 cos ;     3) 
 
2( sin ),
2(1 cos ),
x t t
y t
 

 
3,  3,
0 4 .
y y
x
 
  
 
5. Найти длины дуг кривых: 
1) ch 3,y x   0 1;x   2)  
(cos sin ),
(cos sin ),
t
t
x e t t
y e t t
  

 
 .
2
t

     
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2)  вокруг оси OY   
1) 1,xy e   2,y   0;x   2)  2 ,x y 2 3 5 0.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
cos
2
x
y

   ( 1 1x   )    вокруг оси .OX  
8. Водонапорная труба имеет диаметр 6 см. Один ее конец соединен с 
баком, в котором уровень воды на 100 см выше верхнего края трубы, 
а другой закрыт заслонкой ( 1000   кг/м3). Найти силу давления на 
заслонку. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
3 3
3 2
0
9
;
9
dx
x
  2) 10 5
1
.
1
dx
x x x

 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
1
3
0 1
dx
x
, разделив интервал интегрирования на 12 равных частей. 
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ВАРИАНТ 17 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
 
1
sin ln
;
e x
dx
x

  2)  
4
1
ln ;
e
x x dx  3) 
 
1 2
4
0
4 3
;
2
x x
dx
x
 

  4) 
2 2
0
sin cos .x xdx

  
2. Оценить интеграл 
1
3 2
0
5 4 .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) arcsin ,y x   0; 1 ; 2) 5 2y x  ,  2;  10 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
3( 2) ,
4 8;
y x
y x
 
 
 
2) 
 
1 2 cos ;     3) 
 
3
3
4 2 cos ,
2 2 sin ,
x t
y t
 


2,x  2.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2 ,xy e   ln 3 ln 8;x   2) 4(1 sin ),     0 .
6

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1)  2cos ,y x  0,x  0,y   0 ;
2
x

   2)   3 2,y x    1.y   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
cos
4
x
y

  ( 2 2x   ) вокруг оси .OX  
8. Материальная точка движется со скоростью arctg v t  м/с. Вычис-
лить путь, пройденный ею с момента начала движения за 20 с. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1
9
0.5
;
1 2
dx
x
 2) 2
1
.
sin
dx
x x


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
9
1
xdx , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
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ВАРИАНТ 18 
1. Вычислить интегралы:  
1)  2
0
2 sin ;x x dx

  2)  
1
0
2 4 ;xx e dx  3)  
3
2
2
25 1 ;x dx   4) 
/4
2
0
.
1 cos
dx
x


  
2. Оценить интеграл 
5
3
2
.
1
dx
x
  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
4
2
,
1
x
y
x


 0; 3 
 
; 2)  3 2 ln ,y x x    1; 3 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
29 ,
0,   0 3;
y x x
y x
 
  
 
2) 
 
1 2sin ;     3) 
 
2 cos ,
2 2 sin ,
x t
y t
 


2,y  2.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1)  21 arccos ,y x x    
8
0 ;
9
x   2) 2 ,e   0 .
3

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1)  22 ,y x x  0;x   2) 1 ,xy e      0,y    0,x   1.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением петли кри-
вой 2 29 (3 )x y y   вокруг оси .OY  
8. Аквариум имеет форму прямоугольного параллелепипеда. Найти 
силу давления воды (плотность воды 1000 кг/м3), наполняющей ак-
вариум, на одну из четырех его вертикальных стенок, размеры кото-
рой 0,4 м 0,7 м . 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1)  
π
7 2
π 2
sin3
;
cos
xdx
x
  2) 
 
1
tg 1
.
1
x
dx
x x


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
/2
0
sin
 
x
dx
x

 , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей, 
полагая (0) 1,f   
sin
( ) .
x
f x
x
  
 64 
 
 
ВАРИАНТ 19 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
1
1 ln
;
e x
dx
x

  2)  
2
0
ln 2 ;x dx  3) 
16
4
1
1
;
1
x
dx
x


  4) 
2
4
3 /4
sin
.
cos
x
dx
x


  
2. Оценить интеграл 
2
4
cos
.
x
dx
x


  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
1
,
1 ln
y
x x


  1; .e  2) 
3
4
,
1
x x
y
x



  0; 2 .  
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
24 ,y x 
2 2 ;y x x   
2) 
 
sin ,  
2sin ;    
3) 
 
3
3
16cos ,
2sin ,
x t
y t
 


2,x  2.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2 ch ,y x   0 1;x   2) 12 /56 ,e    .
2 2
 
     
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 1,y x  0,5,x  0,y   1;y   2) 2 3,y x    0,x   3.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением петли кри-
вой  2 2 28 (1 )y x x   вокруг оси .OX  
8. Определить силу давления воды на вертикальную стенку, имеющую 
форму трапеции, нижнее основание которой 10 см, верхнее 6 см, вы-
сота 5 см, если уровень погружения нижнего основания 20 см. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
 
π/6
560
cos3
;
1 sin3
xdx
x
  2) 
 
 
5
320
arctg 1
.
1
x dx
x


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
0
 3 cos x dx

 , разделив интервал интегрирования на 6 равных ча-
стей. 
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ВАРИАНТ 20 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
4
1
xe
dx
x
; 2) 2
1
ln
e
xdx ; 3) 
3 2
2
0 9
x dx
x
 ; 4) 
/2 4
6
/4
cos
sin
x
dx
x


 . 
2. Оценить интеграл 
1.5
3 3
0
.
27
dx
x
  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 21 ,y x x    0; 2 ; 2) 2 2
1
cos tg
y
x x
 , ;  
6 3
  
 
 
. 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2 24 9 ,
0,   0 2;
y x x
y x
 
  
 
2) 
 
4cos3 ;    3) 
 
3( sin ),
3(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 
3,y  3,y  0 6 .x    
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2ln( 1),y x   2 3;x   2) 1 sin ,     .
2 6
 
      
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 
2
2 1;
4
y
x    2)  2 4 ,y x  0.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси 
дуги кривой 2 2y x  между точками пересечения с прямой 2 3.x   
8. Вычислить силу давления воды на вертикальный параболический 
сегмент, основание которого равно 4 м и расположено на поверхно-
сти воды, а вершина находися на глубине 4 м. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1)  
1
4
0
;
1
xdx
x
 2) 
 
5 2
1
1
.
1
x dx
x x x


 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
1
0
ln(1 )
xdx
x
, разделив интервал интегрирования на 6 равных частей. 
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ВАРИАНТ 21 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
 
1 2
23
0
;
2
x dx
x 
  2) 
1
0
arcsin  ;x dx  3) 
/3
/4
1 tg
;
sin 2
x
dx
x



  4) 
9
4
.
1
x
dx
x 
 
2. Оценить интеграл 
1
3
0
1 2 .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 1,y x    1; 10 ; 2)  3 lny x x  ,  1; e . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2sin cos ,
0,   0 ;
2
y x x
y x


  
 
2) 
 
3, 
6sin3 ,  
3;   
3) 
 
6( sin ),
6(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 
9,y  9,y  0 12 .x    
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 21 arcsin ,y x x    
7
0 ;
9
x   2) 5(1 cos ),     0.
3

     
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) ,xy e 0,y   0;x   2)  2 2( 1) 1.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
sin ,tx e t  costx e t  (0
2
t

  ) вокруг оси .OX  
8. Сжатие пружины пропорционально приложенной силе. Вычислить 
работу силы при сжатии пружины на 5 см, если сила 0,5 Н сжимает 
ее на 1 см. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1
2
0
;
2 1
dx
x x 
 2) 2
1
arctg  
.
x dx
x

  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
1
0
arctg x
dx
x
, разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 22 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
/4
2
0
4tg
;
cos
x
dx
x

  2) 
3
1
arctg ;x dx  3) 
2 2
0
sin cos ;
4 4
x x
dx

  4) 
 
1
3
1
.
2 2
dx
x x   
  
2. Оценить интеграл 
4
1
.
2
xdx
x 
 
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 5
ln
,
x
y
x
   1; 2 ; 2) 
1
x
y
x


,  3; 8 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2
2
4 ,
2 ;
x y
x y y
 
 
 
2) 
 
cos3 ;    3) 
 
3
3
32cos ,
sin ,
x t
y t
 


4,x  4.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 1 lnsin ,y x    ;
3 2
x
 
   2) 6(1 sin ),     0.
2

     
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 22 ,y x x  0;y   2)  sin ,y x  0,y   0 .x    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
3,x t  24 0,5y t   вокруг оси ,OX  между точками пересечения с 
осями координат. 
8. Цилиндр (с подвижным поршнем) диаметром 1 м и длиной 3 м за-
полнен паром под давлением 100 Н/см2. Какую работу надо затра-
тить, чтобы уменьшить объем пара в 3 раза, считая, что температура 
пара остается постоянной? 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1
2
0
ln  ;x x dx   2) 2 .2 2
dx
x x


 
   
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
3
1 1
dx
x x
,  разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 23 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
 
/4
4
0
cos sin
;
sin cos
x x
dx
x x



  2) 
2
2
1
log ;xdx  3) 
/2
0
sin
;
2 sin
x
dx
x


 4) 
1
2
0
1 .x dx  
2. Оценить интеграл 
3
3 3
1
3 .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
1
,
x x
y
e e


  0; 1 ; 2) arctgy x ,  1; 3 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2cos sin ,
0,  0 ;
2
y x x
y x


  
 
2) 
 
cos ,    
2 cos ,
4
 
   
 
;
4 2
 
     
3) 
 
3
3
16cos ,
2sin ,
x t
y t
 


6 3,x  6 3.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 13,xy e   ln 15  ln 24;x   2) 2 ,    
3
0 .
4
    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) sin ,y x  0,y   0 ;x    2) 22 ,y x x    0.y   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2ch
2
x
y   (0 2x  ) вокруг оси .OX  
8. Шар лежит на дне бассейна глубиной .H  Вычислить работу, кото-
рую необходимо затратить, чтобы извлечь шар из воды, если его ра-
диус равен ,R  а его плотность .  
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
2 5
2
0
;
4
x dx
x
  2) 
3 2
0
.xx e dx


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
9
1
6 5x dx , разделив интервал интегрирования на 8 равных частей. 
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ВАРИАНТ 24 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
2/2
4
0
;
1
x
dx
x
  2)  
1
2
0
1 ;xx e dx  3) 
/2
8 4 4
0
2 sin cos ;x xdx

  4) 
4
0
.
1 2 1
dx
x 
 
2. Оценить интеграл 
1
3 2
0
5 3 .x x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
1 cos
,
sin
x
y
x x



 ;  
6 2
  
 
 
; 2) 
3 5
1x
y
x

 ,  1; 1 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
1,xy e 
0,y  ln2;x   
2) 
 
cos ,   sin ,  
0 ;
2

    
3) 
 
6( sin ),
6(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 
6,y  6,y  0 12 .x    
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2 arccos ,y x x x  
1
0 ;
4
x   2) 5 ,    
12
0 .
5
    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2)  вокруг оси OY   
1) 2 2( 1) 1;x y    2)  3 2,x y   1,y   1.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой  
3y x  (0 0,5x  )  вокруг оси .OX  
8. Вычислить кинетическую энергию шара массой m  и радусом ,R  
вращающегося с угловой скоростью   около оси, проходящей через 
его центр. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1
0
;
(1 )
dx
x x
 2) 
32
0
.xx e dx


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
5
2
ln
dx
x
, разделив интервал интегрирования на 12 равных частей. 
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ВАРИАНТ 25 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
 
1 3
24
0
1
4 2
x
dx
x x

 
 ; 2) 
1
ln
e
x xdx ; 3) 
/2 3
2
/6
cos
sin sin
x
dx
x x



 ; 4)  
3
2
1
4 1x dx

  . 
2. Оценить интеграл 
1
2
0
.
4
dx
x x 
  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
3
4
,
1
x
y
x


  1; 3 ; 2) 21 2
x
y
x


,  0; 2 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
arccos ,y x
0,y  0;x   
2) 
 
0,5 sin ;   
 
3) 
 
10( sin ),
10(1 cos ),
x t t
y t
 

 
 
15,   15,
0 20 .
y y
x
 
  
 
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2ln(1 ),y x   
1
0 ;
4
x   2)   2cos ,    0 .
6

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2 ,x y  2 3 5 0;x y    2)  4,y x    2,y   2.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 2
1
4 9
x y
   вокруг оси .OX  
8. Вычислить работу, совершенную при выкачивании воды из корыта, 
имеющего форму полуцилиндра, длина которого a , радиус r  (плот-
ность воды  ). 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
2
1
2
;
1
x
dx
x


  2) 
0
.xxe dx


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
1
0 1
dx
x x
,  разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 26 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
2
1
sin x
dx
x

 ; 2)  
1
2
0
xx x e dx ; 3) 
3 /4 2
4
/4
cos
;
sin
x
dx
x


  4) 
1
2 2
0
1 .x x dx  
2. Оценить интеграл 
2
3
sin
.
x
dx
x


  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
31 ln
,
x
y
x

  1; e ; 2) arcsin ,y x   0; 1 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
2( 1) ,y x 
2 1;y x   
2) 
 
3cos ,   sin ,    
0 ;
2

    
3) 
 
sin ,
1 cos ,
x t t
y t
 

 
1,y  1,y 
0 2 .x    
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 20,25 0,5ln ,x y y   1 ;y e   2) 6sin ,    0 .
3

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2 2 4,x y  1,y     1;y   2) ,xy e  0,y   0,x   2.x   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2
2 1
4
x
y   вокруг оси .OX  
8. Вычислить среднюю температуру стержня длиной 2l  , если рас-
пределение температуры вдоль стержня подчиняется закону 
2( ) cos4t x x x , 1 1x   . 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1 2
3 2
1
3 2
;
x
dx
x

  2) 
2 /2
0
.xx e dx


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
/3
0
cos
 
1
x
dx
x


, разделив интервал интегрирования на 6 равных частей. 
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ВАРИАНТ 27 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
2
4
1
1
2 ;
2
x xx e dx
x
  
 
  2)  
1
2
0
ln 1 ;x x dx  3)
/4
2
0
;
8 cos
dx
x


  4) 
1 2
2
1/2
1
.
x
dx
x

  
2. Оценить интеграл 
1
2
0
2 .x xdx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
2
2arcsin
,
1
x x
y
x



 
1
0;
2
 
 
 
; 2) 2lny x ,  1; e . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
arccos ,x y
0,y  0;x   
2) 
 
2cos ,  
2 3sin ,   0 ;
2

    
3) 
 
6cos ,
4sin ,
x t
y t



2 3,y  2 3.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 4 34
2 2
,
5 3
y x x x   
25
0 ;
9
x   2) 5 /125 ,e    0 .
3

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2 2 5 6,y x x    0;y     2)  2 2 4,x y   1,y    1.y   
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2
2 1
4
y
x    вокруг оси .OX  
8. Вычислить работу, затраченную на выкачивание воды из коническо-
го сосуда, основание которого горизонтально и расположено ниже 
вершины, если радиус основания R  и высота .H  
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
2
23
0
;
( 1)
dx
x 
  2) 2
1
.
( 1)
dx
x x


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
/2
0
2 cos xdx

 , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 28 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
/4
2
0
tg
;
cos
x
dx
x

  2) 
2 2
1
1
;
x
dx
x

  3) 
/2
5 6
0
2 sin ;xdx

  4) 
 
1 323
6
1
9
.
x
dx
x

  
2. Оценить интеграл 
2
0
.
10 2cos
dx
x


 
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 2
2arctg
,
1
x x
y
x



  0; 1 ;  2) 
1 ln x
y
x

 ,  1; e . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
236 ,y x x  0,y 
0 6;x   
2) 
 
6cos3 ,  
3,  3;   
3) 
 
3
3
2 2 cos ,
2 sin ,
x t
y t
 


1,x  1.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 21 arcsin ,y x x    0 ;
6
x

   2) 4 /34 ,e    0 .
3

    
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1)  вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 20,5 ,y x  30,125 ;y x    2)  2 2( 3) 9.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением одной арки 
циклоиды sin ,x t t   1 cosy t   вокруг оси .OX  
8. Определить массу стержня длиной 10l   м, если линейная плотность 
стержня меняется по закону 6 0,3x    кг/м, где x  – расстояние от 
одного из концов стержня. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
3
4 2
2
;
4
xdx
x 
  2) 
2
.xxe dx



  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
/3
0
cos
xdx
x

 , разделив интервал интегрирования на 6 равных частей. 
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ВАРИАНТ 29 
1. Вычислить интегралы:  
1) 
/2
sin
0
cos ;xxe dx

  2)  
2
2
1
ln 3 ;x dx  3) 
/4 4
6
0
sin
;
cos
x
dx
x

  4) 
2 2
2
1
4
.
x
dx
x

  
2. Оценить интеграл 
1
3
0
1 .x dx  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1)  ln 1 ,y x x   [2; 3];  2) 3 1
2
x
y
x x x



, [1; 4].  
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
arctg ,y x  
0,y  3;x   
2) 
 
5
sin ,
2
  
3
sin ;
2
    
3) 
 
2 cos ,
4 2 sin ,
x t
y t
 


4,y  4.y   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 2 3
4
(2 ) ,
9
y x   отсеченной 
прямой 1;x    
2) 
0,5cos 0,25cos2 ,
0,5sin 0,25sin 2 ,
x t t
y t t
 

 
   
2
.
2 3
t
 
   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2( 3) 3 0,y x    3;x    2) 2 2( 2) 4.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 2( 2) 1x y    вокруг оси .OX  
8. В жидкость с плотностью   перпендикулярно поверхности жидко-
сти погружена круглая пластина диаметром d , касающаяся поверх-
ности жидкости. Найти силу давления на пластину. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
1/
2
0
;
ln
e dx
x x

  2) 2
1
.
2 2
dx
x x

 
  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
4
0 1
dx
x x
, разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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ВАРИАНТ 30 
1. Вычислить интегралы: 
1) 
/4
2
0
tg
;
cos
x
dx
x

  2) 
/4
2
0
;
cos
x
dx
x

  3) 
/2 6
8
/4
cos
;
sin
x
dx
x


  4)  
64
3
1
.
1
dx
x x
  
2. Оценить интеграл: 
0
2 cos .xdx

  
3. Найти среднее значение функций в указанных интервалах: 
1) 
 
3
cos sin
,
sin
x x x
y
x x

  ;
4 2
  
 
 
; 2) 1 3y x  ,  1; 5 . 
4. Найти площадь фигур, ограниченных линиями: 
1) 
 
22 3,y x x  
2 4 3;y x x    
2) 
 
cos sin ;     3) 
 
3
3
24cos ,
2sin ,
x t
y t
 


9 3,x  9 3.x   
5. Найти длины дуг кривых: 
1) 
2 2 3
4
x xe e
y
 
  0 2;x   2)  
3
3
2cos ,
2sin ,
x t
y t
 


   0 .
4
t

   
6. Найти объемы тел, образованных вращением фигур, ограниченных 
указанными линиями: 1) вокруг оси OX , 2) вокруг оси OY   
1) 2( 4) ( 3),y x x x    0 3;x     2)  2 2 3 1.x y    
7. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 
2 3 2 3 1x y   вокруг оси .OX  
8. Найти силу давления бензина, находящегося в цилиндрическом баке 
высотой 4 м и радиусом 2 м ( 900   кг/м3), на стенки бака на каж-
дом метре глубины. 
9. Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 
1) 
2
2
0
;
4 3
dx
x x 
  2) 2
1
.
2
dx
x x


  
10. Используя формулу Симпсона, вычислить приближенно интеграл 
2
1
3 2x dx , разделив интервал интегрирования на 10 равных частей. 
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